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ΘΕΜΑ 2ο 

α. 1ος τρόπος 
2

1

2

1 2

1 2

1 + i 3Αν  z  =  είναι η μια ρίζα της εξίσωσης  z  + βz + γ = 0,
2

1 + i 3η άλλη ρίζα είναι η  z  = .
2

Τύποι Vieta

1 + i 3 1 - i 3S = z  + z  =  +  = 1
2 2  -β = 1    

-β -βS =  =  = -β
α 1

Ρ = z z  = 


 





β = - 1

1 + i 3 1 - i 3 1 + 3 =  = 1
2 2 4  

γ γΡ =  =  = γ
α 1


 




γ = 1

 
 

    



 

 

     2ος τρόπος 
2

1

2

1 + i 3Αν  z  =  είναι η ρίζα της εξίσωσης  z  + βz + γ = 0, τότε
2

1 + i 3 1 + i 3 + β  + γ = 0  
2 2

1 + 2 3i - 3 1 + i 3 + β  + γ = 0  
4 2

-1 + 3i β + β 3i +  + γ = 0  
2 2

-1 + 3i + β + β 3i + 2γ = 0  

(β

 
   

 

 





β 3 + 3 = 0 + 2γ - 1) + (β 3 + 3) = 0      
β + 2γ - 1 = 0

β = -1
    

β + 2γ - 1 = 0

 


 
 

 

β = -1
γ = 1

 
2 2

1 1 1

2 3
1 1 1 1

2 2
1 1 1 1

Το  z   είναι ρίζα της εξίσωσης   z - z + 1 = 0,  άρα   z - z + 1 = 0

   
    (z  + 1)(z  - z  + 1) = 0    z  + 1 = 0    

   
    z  - z  + 1 = 0    z  = z  - 1 
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β. 
1  τρόπος

z  = - 1
2  τρόπος

 (1)
3 2 3

1 1 1 1 1 1

1 12 2
1 1 1 12

1 1

3
1

       z  = z  - z    z  = z  - 1 - z     

  

z (z  - 1) = -1
    z  - z  + 1 = 0     z z  = -1   

z  = z  - 1

1 + i 3    z  = 
2
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oς
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oς

(1) z  = - 1
 3  τρόπος

z  = - 1

   4  τρόπος
3 3 2 3(1 + i 3) 1 + 3 3i + 3( 3i)  + ( 3i) =   =  

8 8

1 + 3 3i - 9 - 3 3i -8         =  =  = -1
8 8



 



 

 

1 1 1 w  =  z  - z       w  =  2Im(z ) i    

3    w  =  2 i     w  = 3
2

   Άρα ο γ.τ. των εικόνων του  w  είναι 

  .

  

 

γ. 

ο κύκλος με κέντρο  Ο (0 , 0)  και ακτίνα  ρ = 3

 

 
ΘΕΜΑ 3ο 

2
2

2 x > 0
2

2 2x  - 2f΄(x) = (x  - 2 x)΄ = 2x -  =  ,  x > 0
x x

2x  - 2    f΄(x) = 0    = 0  2x  = 2   x = 1
x

n

  

α. 
 

x 0                     1                     + 
f (x) - + 

f (x) 
  

    Η  f  παρουσιάζει ολικό ελάχιστο το  f (1) = 1,  άρα   
    f (x)  f (1)    f (x)  1, για κάθε  x > 0. 

+ +

2

x 0 x 0

2

x + x + x +

x +

  f (x) = (x  - 2 x) = +

         άρα έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη την ευθεία    ( ).
f (x) x  - 2 x x     =  = x - 2  = + ,  διότι

x x x

x       

im im n

n nim im im

nim

 

     

 

 

   
 

β.

x = 0 y΄y

  

   



0
0

L'Hospital x + x + x +

( x)΄ 1 =   =  = 0   και   x = + .
x (x)΄ x

       άρα δεν έχει οριζόντιες ή πλάγιες ασύμπτωτες.

nim im im

 
 
 

     


  

 

+ + + + +

+

+
+

2L'Hospitalx 0 x 0 x 0 x 0 x 0

0
x 0

1 1
x 1 1x xg (x) = =   =  =  = -2f (x) f΄(x) 2x - 2 22x-

x
       g (0) = k
      Για να είναι η  g  συνεχής στο  x  = 0  πρέπει  g (x) = g (0

nim im im im im

im

 
  

    



γ.i.     

 )  

      .



1k = -
2

 



 

 

2

 η  g  είναι συνεχής στο  [0 , e]
1       g (0) = -  < 0
2   g (0) g(e) < 0

e 1          g (e) =  =  > 0
f (e) e  - 2

      Από  Θ. Βοlzano
      

n



   



γ.ii. 

υπάρχει μια τουλάχιστον ρίζα της  g (x) = 0  σ



.το  (0 , e)

 

 
ΘΕΜΑ 4ο 

1 1t - 1 t - 1

0 0
1 t - 1 t - 1

0

t - 1

 e [f (t) + F (t)] dt = e [F΄(t) + F (t)] dt

                                        = [e F΄(t) + e F (t)] dt

                                        = [e F (t)]΄ dt

 

 



 


α. 

1

0

1t - 1

0
0 -1

-1

                                        = e F (t)

                                        = e F (1) - e F (0)
                                        = 1 F (1) - e 0
                  

  
 

 



                      = F (1)

 

x

0

x x

0 0
2x

0

x

0

 Για  x > 0  είναι :

F (x)    h΄(x) =  
t f (t)dt

F΄(x) t f (t)dt - F (x) t f (t)dt
             = 

t f (t)dt

f (x) t f (t)dt - F (x) x f (x)
             = 

t f (t)

 
 
   

      
   

   





 





β. 

2x

0

x

0
2x

0

  
dt

f (x) t f (t)dt - x F (x)
             =  < 0,  διότι

t f (t)dt

 
  

     
   






 

x

0
F΄(x) = f (x) dx  

        = f (x)

 
  

 



 

 

2x

0

x

0

x

0

  f (x) > 0

 t f (t)dt  > 0

 Θεωρούμε τη συνάρτηση  φ, με  

   φ (x) = t f (t)dt - x F (x), x 0

    Είναι  φ΄(x) = t f (t)dt - x F (x)  

                      = x f (x) - F (x) - x



    


  

    
 







x

0

F΄(x)
                      = x f (x) - F (x) - x f (x) = - F (x) < 0

     διότι  f (x) > 0  και  F (x) = f (t)dt > 0, για  x > 0

   Επομένως η  φ  είναι γνησίως φθίνουσα στο  [0 , + )

   Για  x > 0  

 







φ x

0
  φ (x) < φ (0)    t f (t)dt - x F (x) < 0
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0
2 2

0 0
2

0

2
2

0
20 0

0

f (t)dtF (2) 2 > 1    h (2) < h (1)    < 2    < 2
t f (t)dt t f (t)dt

    και επειδή  t f (t)dt > 0, αφού  f (x) > 0  και  2 > 0

f (t)dt
    t f (t)dt  < 2 t f (t)dt

t f (t)dt



  
 



   



 





γ. 

2

2 2

0 0

   

    f (t)dt < 2 t f (t)dt 
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1 0

0

1 1 11

00 0 0

1

0

F (1) F (1)  h (1) = 2    = 2   t f (t)dt =  
2t f (t)dt

    Είναι  F (t)dt  = (t)΄ F (t)dt  =  t F (t)  - t F΄(t)dt  

                             = F (1) - t f (t)dt =  F (

  


  






  


(1)

δ.  (1)

F (1) F (1)1) -  = 
2 2

 

 


